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數學化過程與數學理解
 1 

 
黃毅英 

香港中文大學課程與教學學系 

數學化過程：從一個問題談起 

最近收到小學老師如下的一道問題：6元分給 5個人，何以「
5

6
元」

這個答案會比「6 ÷ 5（元）」好呢？筆者認為這不只是因爲格式的緣故，而

是在數學上，後者仍處於運算階段，前者則是一個實數。雖然筆者仍傾向

寬鬆處理（見黃毅英，2006），但老師應對這些數學理念有所認識。這牽涉

到一個「數學化教學」的想法，就是教數學時應充分考慮數學的內涵與觀

點。這亦是對數學教師的一個要求。事實上，「數學化」這個觀念近年在本

地不斷得到提出（馮振業，1999，2004；黃家鳴，2000；黃毅英，2002；

黃毅英、林智中、孫旭花，2006，頁 20 – 24：數學的本質；黃毅英、黃家

樂，2001，頁 60 – 65：3.4數學本質和數學教育部本質問題），但究竟「數

學化」這個口號背後有些甚麼含意？筆者認為「數學化」起碼有兩個面相。 

首先，「數學化」可以看成是一個形容詞，就是如上面的例子般，數學

教學要多點從數學角度考慮問題，數學教學要「數學化」一點，顯然這是

理所當然的，這也應是數學教師的一個基本素養。 

此外，筆者更關注的是「數學化」（mathematisation）作為一個動詞、

一個過程和一道學生數學成長的進程。我們若參考 Freudenthal（1991）的

解說就清楚不過了。在 1.3節（頁 30 – 44）就用了mathematising這個動詞

作標題。Freudenthal首先指出，這個觀念不是由他發明的，在數學界流傳

已久，不過有時用不同的詞彙表達這個意思吧了。這個詞彙所描述的是從

現實處境出發，逐漸「修輯」（就是蕭文強，1978所指的抽象化、理想化）

成數學體系中內容的一個過程過程過程過程。他繼續用了不少例子論述數學化與設基

化、形式化、圖式化（Schematising）有著密切的關係。他還特別提出建模

和尋找關鍵（looking for essentials）兩點（頁 31 – 36）。（接著他提出了「橫

                                           
1 本文得蕭文強教授、許慧貞女士、吳丹女士及編輯梁子傑先生提供資料及有用之意

見，黃民建先生盡心協助文書處理，謹此一併鳴謝。 
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向數學化」與「縱向數學化」的觀念，詳見頁 41 − 42，或黃家鳴，2000）。 

蕭文強（1978）從另一個角度探討類似的觀念。他從數學歷史的發展

過程中，提出數學發展源於生產實踐、數學發展從感性認識深化為理性認

識、數學發展是從具體到抽象和數學發展是從「歸納」到「演繹」等。而

由於數學的發展過程在某程度上與學生學習的過程類似（Siu & Siu, 

1979），以上結論也給數學教學作出了啟示。書中亦特別提到數學建模的觀

念（圖一）。但從上面 Freudental的表述，數學建模不只是一種數學方法，

而是一種數學化過程。這在 NCTM（1989）中得到印證，在這份文件中清

楚說明建模就蘊含了數學化的過程（見圖二）。 

 

 

 

 

 

 

圖一：數學建模。來源：蕭文強（1978），頁 108。 

 

 

 

 

 

 

 

圖二：數學建模與數學化。來源：NCTM (1989)，頁 138。 
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換言之，「數學化」不只是數學學習的一個主要目的，這也是一條漫長

的（由小學到中學甚至大學）由具體到抽象、由歸納到演繹之路，最終學

生懂得將世界現象數學化（作為動詞）去形成各種概念，並將各種問題在

數學系統中加以解決，就如《數學課程全面檢討報告》中 5.2段所說：「數

學課程的設計，應透過課程內容所傳授的知識，培養學生的數學意識，及

使他們逐漸能夠以數學概念，解釋在日常生活及其他學科所遇到的現象和

問題，更可運用數學語言表達這些問題，並以數學方法解決及作出數學上

的解釋。」（全面檢討數學課程專責委員會，2000，頁 24）。 

在教學而言，數學教師應有這雙重的素養，就是具備一定的數學學養，

使其教學相當數學化（作為形容詞），與此同時，透過種種教學技巧，善於

為學生舖排一條數學化（作為動詞）過程之路。最近接觸到了不少小學數

學的事例就可表明這點，例如甚麼是柱體。我們當然可以找到其數學定義

（如見 Wikipedia、Answer.com等）。在遇到這些問題時，不少老師都會嘗

試找數學界的定義，希望「一鎚定音」，不過值得注意的是，一些名詞就算

在數學家之間、數學書籍之間亦不一定統一， 0是否自然數便是一例（見

黃毅英，2005a, b）。不過，縱然找到公認的定義，學生還是從感觀出發（這

是理所當然的！），柱體就是「好像一條柱、筆直的立體」。讓我們先看看

圖三。 

 

 

 

 

 (a) (b) (c) 

圖三：柱體抑或只不過是「具有均勻橫切面的立體」？ 

顯然，圖三中的立體都是「具有均勻橫切面的立體」，其中 (a) 肯定是

柱體，(b) 不是柱體，但 (c) 又如何呢？ 

無論如何，確切的定義可以翻查書籍或網上資料，這是老師所應該自

我裝備的。這也就是我上面所說的「數學化」的第一個面相（即多點從「數

學的角度」去考慮問題）。 
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但是這明顯不是故事的終結，在教學上只認識正規的定義並不足夠，

因為就算我們找到了正規的定義，不可能也未必須向學生交代，只是老師

自己心裏有個底（自己不會搞錯）吧了。何以不可能呢？原因是定義往往

太深，無法向學生解釋（尤其當我們面對的是小學生）。其實縱使在高中程

度，理論上已到達符號化演繹的階段，對於一些觀念如極限等，我們依舊

無法向學生介紹正規定義，只能透過直觀及各種例子推演出（只屬「說服」）

一些基本性質，再由這些基本性質出發，進入接下來的種種邏輯演繹（見

馮振業、黃毅英，1997）。 

此外，正規的定義也是不必要的。何以不必要呢？從數學的歷史發展

中觀察，我們認識到數學有實際生活╱勞動實踐的根源，故此列出了定義

不等於解釋了概念，證明了定理也不等於真正的理解。數學教學恰恰就是

要爲學生搭建這條由具體到抽象的數學化之路（黃毅英，2007a；蕭文強，

1978；又見 NCTM，1989，頁 138；黃毅英、林智中、孫旭花，2006）（圖

四）。 

 

 

 

 

圖四：數學化的過程 

由此觀之，從學習的角度思考，學生在學習初期所認識的柱體也會如

圖三 (a) 般認為柱體是「好像一條柱，筆直的立體」，這乃是自然不過的事。

所以小學生這麼答，在某意義上，也應予以接受。但明顯地，這是流於直

觀（視覺等感觀上）的認識。在探討如何把這個經驗慢慢塑成進階的數學

概念時，除了要求教師的數學素養外，教師認識學生內心的「數學世界」

深度和其教學技巧的熟練程度等，都是值得關注的。 

這些教學手法多不勝數，沒有一個範本。比如「例子 —— 非例子」、

「概念 —— 非概念」等手法就可協助鋪排這個數學化過程。而至於正規

定義可能要到中學（甚或大學）方可完成，故此數學化過程可以是一條很

漫長之路。 
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圖五：數學化的老師和數學化的過程 
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所以學生有各種粗糙的定義是不足為怪、也無須遏止（誤解

misconception往往是達至正確瞭解中不可避免的），老師作出有效的引導就

是了。總的來說，數學老師當然要對數學有一定的素養，這才能多點從數

學的角度佈置教學。與此同時，他亦須深入了解學生的內心數學世界。不

過這是不足夠的。教師還須善巧地為學生搭建由學生世界到數學世界之

路，這才是數學化的教學歷程（圖五）。 

故此學生說圓柱體、圓球體、圓形均是「圓轆轆」的，十分正常。老

師只須意識到學生世界和正規數學概念在學習初段的必然差距，並引導學

生漸漸由前者過渡到後者。而至於數學概念的形成，教育心理學家有不少

建議。例如，Ausubel所提的「漸進分野」（progressive differentiation）及／

或「綜合性重組」（integrative reconciliation）都是一些好的辦法，於此不贅

（見 Bell, 1978）（圖六）。 

 

 

 

 

 

 

圖六：漸進分野 

又例如黃毅英（2007b）所指出，

學生認為圖七所顯示的不是梯形是很

正常的。因為他確實未見過這樣的梯

子。反過來說，你可以說，數學中把

這些形狀歸作梯形是不「自然」的、

人工化的，而人工化、理想化、簡單

化往往是數學之潛能所在，因為透過

這種建模過程，才能把數學應用到更

多的處境中（圖八、九）。 

圓柱體 

圓球體 

圓形 

…… 

立體 

平面 

「圓轆轆」 

圖七：兒童經常不太確定的梯形 
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圖八：從直觀到定義 

 

 

 

 

 

 

圖九：透過建模把數學應用到更多的處境。 

修改自黃毅英、林智中、孫旭花（2006），頁 28。 

 

 

 

圖十：曲線可以平行嗎？ 

其他例子不勝枚舉，如平行曲線（雖然有人曾作定義，例見

http://mathworld.wolfram.com/ParallelCurves.html，但在一般學校數學的處境

中只會局限於平行直線或平行線段）等（圖十）。 

相似形狀又是一例。除了上述所說的「由學生世界到數學世界」的基

本教學進路外，相似的正規定義基本上較難在中、小學階段交代。有些書

用「伸縮」（dilation）的方式定義 2（見圖十一），但由這個定義推導其他相

                                           
2 對於兩空間中的（立體）圖形 A、B，若存在一雙射 f : A → B 及空間中的一點 O，

兒童的直觀認識： ⇒ …… ⇒ 
擴充 

以性質去認識梯形  ⇒  梯形的定義 

數學 通則／概念 

實際問題 

實際問題 實際問題 更多數學 

技巧／通則 
應用到更多

實際問題 

路軌、跑道 平行的概念 
平行直線之

定義和性質 
⇒ ⇒ 

曲線可以平行嗎？ 
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似圖形的性質殊不容易（見黃毅英，2000）。《原本》亦要在卷五討論比例

理論後分開於卷六及卷十一才正式定義相似平面及立體直線圖形。在一時

無法交代定義之情況下，我們「只能」（實非壞事）透過大量的例子（及非

例子）歸納出一些性質（圖十二至圖十五）。由這些基本性質作出種種操作

和運算，到適當時間才能反回正規的定義。這種情況實屬常見。極限（在

無法有正式定義）的引入便是只一例。詳見馮振業、黃毅英（1997）（見圖

十六）。 

 

 

 

 

 

 

圖十一：以「伸縮」定義相似。 

來源：Chan, Leung & Wise (1988)，頁 86。 

 

 

 

 

 

 

圖十二：看似相似的形狀在數學上其實並不相似！ 

                                                                                                                                   
使得 A 中任一點 P，不只 O、P、f (P) 皆連成一直線（同一方向），且 OP、O f (P) 有

恆等之長度比，則 A、B 乃為相似。 
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圖十三：形狀相似且數學上也相似！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十四：相似不相似？ 
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(a) 姊妹容貌在數學上

不相似 

(b) 照片放大則肯定相似 

(c) 插圖高度不變但闊度改變在數學上不相似 
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圖十五：相似形狀 圖十六：繞過正規定義之概念形成 

在歷史上，不少正規定義與數學概念的形成亦非一蹴而就，故此 Siu & 

Siu（1979）也提出「在製造過程中的數學」（mathematics-in-its-making）和

「作為成果的數學」（mathematics-as-an-end-product）的分別。總的來說，

定義不等於理解。我們往往要反過來從各種示例和不同角度的理解最終修

整到正規的定義。 

理解和多重表徵 
近年有提出多重表徵可讓學生有豐富的理解。故此分數同時有代數、

算術、圖像等表示，這當然是好的。但這也帶來其他技術上的問題，例如

一個概念應提供多少表徵？加了圖示是否就等於理解豐富了？反過來看，

能說只知算式的學生就是不太理解相關的概念嗎？學生只有其中的一些表

徵是否算未能完全理解？甚麼叫完全理解？表徵有多「真實」？……。這

些問題以前在其他文章談過，於此從略（黃毅英，2003；2004b）。 

返回根本的問題：甚麼叫「理解」？Skemp（1977）的經典著作把「工

具性理解」（ instrumental understanding）和「關係性理解」（ relational 

understanding）分野開來。亦有學者提出「程序性知識」（procedural 

knowledge）及「概念性知識」（conceptual knowledge）（見 Hiebert & 

Carpenter, 1992）等。Skemp甚至認為「工具性理解」只屬不求甚解，算不

兒童所認識的相似： 

父子容貌相似、 

大巴與小巴相似 … 

沖曬照片： 

放大是相似的 

相似的基本性質 

正規定義 

⇓ 

⇓ 

⇓ 

直觀意念 

正規定義 

基本性質 

後隨運算 



數學教育第二十五期 (12/2007) 

12 

上甚麼理解。但似乎 Skemp並沒有很清楚的表述甚麼叫「關係性理解」，

只是貶低「知其然」（knowing how）而強調「知其所以然」（knowing why）。

甚麼是「知其所以然」呢？Sfard（1991）的文章指出操作法則是「概念」

的不可分割的一部分，換言之，「知其然」不是那麼的一文不值，而且透過

前者會加深後者的認識（林彪所說的「從執行中加深理解」）。 

讀 Hiebert & Carpenter（1992）的文章有所啟發。他們承接前人的想法，

理解不一定有一個最終典範，而深淺與否看個人在概念與概念之間的關聯

有多緊致（「關係性理解」嘛！）（如 Resnick & Ford，1981已有提出類似

想法 3）。這種概念網路並不、不必，也不可能統一，有些人可以是蛛網狀，

有些可以是其他形式的脈絡（姑且如此說 —— 因為畢竟我們不會假設人

的腦袋裡有這麼的一些網絡！）。如果我們接受這個觀點，那麼就可看到多

重表徵的一個新觀點（其實一點不新）。多重表徵的提供還只不過給出一些

誘因讓學習者形成內在表徵吧了！這個內在表徵沒有統一版本，因人而

異，故此我們不是「教」分數的圖像表示，也不是透過分數的圖像表示讓

學生建立既有的、統一的內在表示，而是讓學生建立屬於自己的內在表徵

（這其實是建構主義的一個基本想法，見黃毅英 2004a）。 

Star（2005）及 Baroody，Reil & Johnson（2007）年的文章印證了筆者

的一些想法。他們均指出「程序性知識」中也有深層（deep）的，而「概

念性知識」也有表層（superficial）的。只不過我們比較常用表層的「程序

性知識」和深層的「概念性知識」吧了。而深淺的其中一個重要判斷是連

繫程度（connectedness）。 

知識質地 
知識類別 

表層 深層 

程序性 常用之程序性知識 ？ 

概念性 ？ 常用之概念性知識 

表一：程序性與概念性知識之類別與質地（譯自 Star，2005，頁 408） 

                                           
3 「關係性理解」又見 Biggs, J.B., & Collis, K.F. (1989).  Towards a model of   

school-based curriculum development and assessment: Using the SOLO taxonomy.  

Australian Journal of Education, 33, 149 – 161. 
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除了知識和記憶提取外，在實際處理數學題又有甚麼分別呢？打個比

方，做一道普通的除法，數學家、老師和數學不太差的學生做下去可能都

是一樣的。數學家做分數除法也可能只是「無意識」地運用「顛倒法則」。

他也不會煞有介事的畫個圖去「理解」、再去運算（而且，能用圖解也不代

表有「真正」的理解）。所不同者之一，是當這些慣常做法（Kerkman & 

Siegel，1997所說的「最快策略」fastest strategy）行不通時，他們有能力「回

到原點」發掘 「後備策略」（backup strategy）。例如除就有很多種，也會

對外在不同處境的建模，如分物、「包含」（這些其實是除對現實處境的建

模）、乘的逆（求 x使得 ax = b）、整數除、分數除、小數除、代數符號除、

多項式的除、分式及根式除、複數除等等。在一般情況下，我們只須將除

法的法則套用到不同處境。但例如從「普通」除法轉到 3 ÷ 2、7 ÷ ( 3  − 

2 )、(3 + 2i) ÷ (1 − i)、(x2 − 1) ÷ (x − 1)（x可否等於 1？）…… 就要尋根

究底考察除的本質和相關的「後備策略」了。 

學習心理學發現，當問題解決者在慣常做法行不通時，除非就此放棄，

否則這種「阻滯」會迫使他們找尋統攝「低階法則」的「高階法則」（Scandura, 

1977；見黃毅英，1990）。在這個過程中，問題的「變化」可能扮演一定的

角式。例如學生明白了二次方程的求根公式後，可讓學生解 x2 = 6x − 7、(x 

− 2)2 = 6x2 − 5、x3 = (x + 1)3 − 8等等。 

數學本質與數學味道 
顯然，教師對數學本質的認識是數學教學的其中一個關鍵。現以最近

接觸到一個有趣的問題加以闡述。有問及平行四邊形有多少條高？（圖十

七）。一般說法是有無限條高。於是有人說，三角形也有無限條高，理論上

我們很難說這是錯的（圖十八）。不過，我們可以進一步問究竟「高」是指

甚麼？「唯一」、「相同」、「不同」（因為要數多少個）在幾何上又是甚麼？

舉個例說，平面幾何以長度及角度為決定圖形，不管其位置

（variant/invariant）。 

 

 

 

 

圖十七：平行四邊形有無限條高 圖十八：三角形也有無限條高？ 

… … … … 
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讓我們再看看圖十九，AP為 ∆ABC的高，QC又是否 ∆ABC的高？若

說是，那麼若 ∆ABC ≅ ∆EFG，我們又可不可以說 ER是 ∆ABC的高呢？ 

 

 

 

 

 
圖十九：怎樣算有多少條高？ 

教得有「數學味道」未必如許多人想像中的那麼困難或太費時。再舉

一例：最近與老師討論，「SSS」等全等條件不只關於兩個三角形（全等）

的問題，亦是關於單一三角形的問題，就是若一個三角形知道了「SSS」，

這個三角形就決定了。有老師認為對於這件事學生難以理解。但其實兩個

三角形有了「SSS」，就有全等三角形的對應角相等，換句話說，這兩個三

角形就完全一致。沒有分別的、唯一的（又是上面關於幾何上有多少個的

問題！），表面上兩個（全等）的三角形其實在本質上可以看待成為只有一

個（圖二十）。這件事不是說明「三角形已完全決定了」還有甚麼呢？ 

 

 

 

 

表面上是兩個全等三角形 
在數學本質上 

可以看待成同一個三角形 

圖二十：只有「一個」三角形 

再進一步，還可以讓學生看到所謂「最少定義條件」（minimal defining 

property）的問題（Fung & Wong，1997）。亦即 SSS（其他 SAS等類同）

不只是決定了三角形。還有，三個數學特徵是最少的了，亦即不可以減到

A 

B C 

D Q 

P G 

E 

F 
R 

≅ 
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SS之類。 

還有，由於 SSS決定了三角形，所有角都定了。這與四邊形不同，雖

然有了「SSSS」，角仍可以變。換言之，三角形的三邊相等一定是等邊三角

形（「正三角形」regular 3-gon），而四邊相等的四邊形不一定是正方形（正

四邊形）。故此三角形是「穩固」的支架結構而其他多邊形均不是（見圖二

十一所舉的是四邊形之例）。 

 

圖二十一：四邊形並不「穩固」（位置 A 及 B），但伸縮性也有其實際作用 

這不只是一種數學味道，表達了數學的原意，而且把全等概念、決定

性、三角的穩定結構、最少定義條件連繫起來。這就是所謂的關係性理解

（亦可以說是「連繫」的其中一種體現，見 House，1995）。 

又例如百分比。學生如能從各種百分比（折扣、賺賠、折舊…）中看

到原量百分比及新量之間的關係，他們就可以揮灑自如地處理問題。例如

當知道其中兩個量時可以算出餘下的一個量（其他百分比增減類似）（圖二

十二）。又例如能否讓學生看到外心（circumcentre）、圓心垂足等分弦、三

點決定一圓（當然三點不共線、不重疊），但四點不一定決定一圓（除非圓

內接四邊形）的關係？其他例子不勝枚舉。 

 

A 

B 
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圖二十二：通則與關係性理解 

結論 
數學化教學並非只求將數學的嚴謹性及技術性層面的數學一股腦兒放

進數學教學，而是搭建由兒童周遭經驗到正規數學之路。要做到這點，老

師要返回兒童對數學那種粗糙理解的層面，由他們的認知世界作起步點。

此外，教師則對數學內容本身不只要「熟」，還要「通」。透過種種教學手

法讓學生建立起數學意識和關係性理解。我們在提出「學養教師」一文（Siu, 

Siu &  Wong, 1993）中便指出他必須「對數學、教育及學生性向均能掌握」

（頁 54）。這樣很難嗎？其實只要有「處處留心皆學問」之心，要達到這

個境界雖不至一蹴而就，亦非遙不可及。子曰：「為仁由己，而由人乎哉？ 

4」 
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關係性理解 
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⇐ 

折扣 
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