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淺談「窮舉法」 
 

陳偉康 
香港教育學院數學與資訊科技學系 

說到以窮舉法來解決數學問題，大家都會感到既麻煩、複雜，又相當

費時。但事實上，在解決很多日常生活中的(數學)問題時，窮舉法可能是最

簡單，又或者是唯一的方法。當然，我們日常使用窮舉法，都只能解決一

些規模較小的問題，在一些規模相對較大的問題時，我們則要使用電腦協

助計算。而有效運用窮舉法，就是學生必須掌握的解難策略。 

在本文章中，我將透過兩個大家熟悉的問題，跟大家探討窮舉法的使

用。 

問題一：過河問題 

 
圖片源自 http://www.plastelina.net/game1.html 

以上是一個大家很可能玩過的遊戲，船夫每次只能把狼、羊或菜送到

對岸，但當人不在時，羊會把菜吃光，狼又會把羊吃掉。這遊戲是要求玩

家控制船夫，把狼、羊及菜都安全送抵對岸。回答這個問題分兩個層次，

第一，能否完成任務？第二，若能夠，如何以最少的來回次數完成？ 

基本上透過反覆嘗試，大家都不難找到其中一個方法可以完成任務。

餘下的第二部分可使用『圖論』協助找出答案。方法如下： 

 

 

岸 A 岸 B
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(1) 以 A 及 B 表示兩岸，圖的左為岸 A、右邊為岸 B。首先考慮船夫在岸

A 時，岸 B 可能出現的情況（見圖一）。 

 
圖一 

因岸上有狼、羊及菜，本應共有八個不同的狀態，但若船夫不在場時，

首三個狀態是不可能出現的，故此，這些狀態可以剔除。同樣地，當

船夫在岸 B 時，岸 A 也只可出現相同的五個狀態。 

(2) 我們把該十個狀態繪畫在圖二中，並以直線把「彼鄰」的狀態連接。（即

船夫從岸 A (B) 划船到岸 B (A) 一次，其中的一個狀態便轉換到另一

個狀態。）例如：狼在岸 A，船夫、羊及菜在岸 B；船夫運菜到岸 A，

岸 B 只剩下羊；這時，岸 A 的狼（狀態四）與岸 B 的羊（狀態三）稱

為彼鄰，兩者以直線連接。結果，我們可繪出下圖： 
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圖二 

(3) 剩下來的就是從岸 A 的狀態五（即船夫、狼、羊及菜都在岸 B），以最

少的划船次數，移至岸 B 的狀態五（即船夫、狼、羊及菜都在岸 A）。

完成這個步驟，我們需要運用『圖論』中尋找最短距離的算法，這個

算法便用上窮舉的概念；簡單來說，就是把所有可能性羅列出來。下

表展示整個運算過程： 

B 二 A 四 
A 五 B 一 A 三 

B 四 A 二 
B 三 A 一 B 五 

表一 

首先把「A 五」放於上表的最左列，然後把所有與「A 五」彼鄰的狀

態（只有「B 一」）放於第二列；再把所有與第二列彼鄰，而又未在表

上出現的狀態，放在第三列。如此類推，直至「B 五」（即目標）出現

為止，便找到答案。按表一所列的結果，船夫要完成任務，最少要划

船七次，並有兩個不同的最優答案。 

問題二：量水問題 
這個問題在電影「虎胆龍威 3」的情節中也曾出現，布斯韋利斯與森

姆積遜在劇中要利用兩個分別 3 及 5 加侖沒有刻度的膠桶，量出 4 加侖水

來。這題同樣分為兩部分。首先，能否完成任務？第二，若能夠，如何以

最少次數完成？ 

岸 A 岸 B 狀態 

一 

二 

三 

四 

五 
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我們先解決第一部分：若注滿 3 加侖的膠桶 n  次，及倒去 m  次 5
加侖水，剩下在膠桶中的水應為 mn 53 − ；相反，注滿 5 加侖的膠桶 n  次

及倒去 m  次 3 加侖水，剩下在膠桶中的水應為 mn 35 − 。不管是以上哪個

情況，剩下的水的體積皆為 3 及 5 的線性組合，即必為 3 及 5 的最大公因

數的倍數（這是基礎數論中的結果，我們在此省略）。因 3 和 5 的最大公因

數為 1，而 4 是 1 的倍數，故此，任務必能完成。剩下來的就是如何以最

少次數量得 4 加侖水？ 

這又是窮舉法出場的時候，我們以 [ ]yx,  表示 3 加侖及 5 加侖水桶分

別載有 x  及 y  加侖的水，並假定兩個膠桶最初都是空的，即開始時 
0== yx （見表二中的第一列），再窮舉出往後的可能性。 

第一步，我們只要考慮把水注滿兩個桶的其中一個，這時只可能出現

的只有 [3,0] 及 [0,5]（見表二中的第二列）。其後考慮把水從載有水的桶

中，倒掉或倒進另一個桶，及把水注進未滿的水桶，最多共有 6 個可能。

而在較前列曾出現的狀態，毋須重覆列出。即考慮緊接 [3,0] 之後的狀態

時，因 [0,0] 已在表中，我們不需再列出把 3 加侖桶中的水倒掉的情況。

同時，因 3 加侖的水桶已滿，再無法注水。故此，剩下來的就只有把 3 加

侖桶中的水倒進 5 加侖的桶中，得 [0,3] 及 把水注入五加侖的桶中，得 
[3,5]。按這個原則，把往後可能出現的狀態逐一列出，直至其中一個桶中

出現 4 加侖的水，任務則告完成。 

[0,3] [3,3] [1,5] [1,0] [0,1] [3,0] 
[3,5]     

[3,5]     
[0,0] 

[0,5] 
[3,2] [0,2] [2,0] [2,5] [3,4] 

表二 

從表二可見，使用兩個分別 3 加侖及 5 加侖的水桶，最少只須六步，

便可量出 4 加侖的水。 

以上的兩個都是人所共知的數學遊戲，我們都可使用窮舉法，尋找它

們的最優解，並且計算過程也毫不繁複。這說明只要找到一個具系統性的

方法，我們便能有效地解決複雜的問題。 
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