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一道 IMO預選題與凸多邊形的一個性質 

 

張贇 

陝西省西安市第一中學 

題目（第 42屆 IMO預選題第 4題）設 M 為 ABC 內一點， BCMA 1 ，

垂足為 1A ，同樣在 CA 和 AB 上定義 1B 和 1C ，設 P(M) = 
MCMBMA

MCMBMA



 111 ，

試確定 M 的位置，使得 P(M)有最大值，若 (ABC) 表示這個最大值，問

使得 (ABC) 有最大值的三角形滿足什麼條件？ 

筆者經研究發現，不僅在 ABC 中有 P(M) 
8

1
 ，即 (ABC) = 

8

1
，

當且僅當 ABC 為等邊三角形時，有 (ABC) = 
8

1
。而且此結論可推廣為 

定理 在凸 n 邊形 nAAA 21 （ 3n ）中，記 M 為其內一點， 1MB ， 2MB ，

， nMB 分別垂直 21AA ， 32 AA ，， 1AAn ，垂足依次為 1B ， 2B ，， nB ，

則有 
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當且僅當 n 邊形 nAAA 21 為正 n 邊形時取等號。 

證明 記 121  AMA ， 232  AMA ，， nn AMA  1 ，則 
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， 

另一方面， 
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x  時是上凸函數，且 10  , 11 A , 2 , 22 A ,  
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 nAAA  21  =   1802 n ， 
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sin ， 

即 P(M)   
 

n

n
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當且僅當 nAAA  21 ，即 n 邊形 nAAA 21 為正 n 邊形時取等號。 
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