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分數和小數互化定理的推廣之三 

 

武海蓬、王劍 

山東師範大學數學科學學院 

首先考察定理的十進制版本。 

定理 若 0 < a < b，(a , b) = 1, 且 b = 2

5

b0 （、是非負整數），(b0 , 10) 

= 1，b0 > 1，則：  

① 當≥ 時， 
b

a
0.a1 a2…aa

‧
1a…a

‧
h； 

② 當≤ 時, 
b

a
0.a1 a2…aa

‧
1a…a

‧
h； 

其中 h 是滿足 10
h
  1 (mod b0) 的最小正整數。 

考慮一般的 n 進制情形，便得到下面的定理。 

定理 若 0 < a < b，(a , b) = 1，n1n2 … n5是 n 的所有互異質因數，b = 

bnnn s

s 021
21 
  （i是非負整數），(b0 , n) = 1，b0 > 1，則： 


b

a
0.a1 a2…aa

‧
1a…a

‧
h，其中  = max{i}，i = 1, 2, …, s，h 是滿足

n
h
  1 (mod b0) 的最小正整數。 

證明 令  = max{i}，i = 1, 2, …, s，則 
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a 




  


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1
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001

。 (1) 

令 s

snnnt


 21

21 ，又由 (a, b) ＝ 1， (b0 , n) = 1，可分別得 (a, b0) = 

1，(t, b0) = 1；於是 (at, b0) = 1。 
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[1] 若 at < b0，根據參考文獻 1 和 2 的定理可得： 
0b

at
0.c
‧

1c…c
‧

， 

再由 (1) 得 
b

a
0.a1 a2…aa

‧
1a…a

‧
h，其中 a1 = a2 = … = a = 0，a+1 

= c1，，a+h = ch。 

[2] 若 at > b0，作帶餘除法得 at = b0q + a0。 (2) 

其中 0 < a0 < b0，(a0 , b0) ＝ 1，於是 
0

0

b

a
0.d
‧

1d…d
‧

。 (3) 

由 (1) 和 (2) 得 
0

0

b

a
qn

b

a
  ，其中 1 ≤ q ≤ n

。 (4) 

再由 (3) 和 (4) 可得： 


)(
1

0

0

b

a
q

nb

a
0.a1 a2…aa

‧
1a…a

‧
h，其中 a+1 = 

d1，，a+h = dh，證畢。 
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