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一道西部數學奧林匹克賽題溯源與推廣 

 

蔣明斌 

四川省蓬安縣蓬安中學 

1、題目 

2004 年西部數學奧林匹克最後一題為 [1]：求證：對任意正實數 a、b、

c 都有 
2

23
1

222222











ac

c

cb

b

ba

a
 (1) 

2、溯源 

令 x = a
2，y = b

2，z = c
2，則不等式 (1) 等價於 
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式 (2) 右側的不等式最早是文 [2] 的一個猜想，文 [3]、[4]、[5]、[6]

先後用不同方法證明它是成立的；式 (2) 的左側的不等式是文 [7] 給出的

一個不等式。 

3、推廣 

對不等式 (1) 作加權推廣，得到 

定理 若 a、b、c > 0，則 

(i) 當   8 時，有  
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(ii) 當 
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 <  < 8 時，有 

 21
222222











ac

c

cb

b

ba

a
 (4) 

(iii) 當 0 <   
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 時，有 
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注：當  = 1 時，由定理 (iii) 中的不等式 (5) 即得不等式 (1)。 

很顯然，定理等價於如下的： 

命題 設 a、b、c > 0，則 

(i) 當   8 時，有 
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(ii) 當 0 <  < 8 時，有 
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(iii) 當 0 <   
4

5
 時，有 
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(iv) 當  > 
4

5
 時，有 
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注記：當   8 時，作變換： 22
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c
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 ，則

不等式 (6) 等價於 
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其中 a、b、c > 0。 

特別地，當  = 8 時，即得 IMO42-2: 

 1
888 222
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a
 (11) 

所以不等式 (10) 是 IMO42-2 的推廣，國內最早見於文 [8]。《美國數

學月刊》問題欄曾作為數學問題第 10944 題 [9]。不等式 (11) 引起廣大同行

的廣泛關注，近年來發表涉及不等式 (11) 的研究文章數十篇，其中包括本
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文作者的一些工作 [10] , [11]，後文中，我們將給出 (10) 的一個簡單證明。 

證明 當   8 時，由注記知，要證明不等式 (6)，祇須證明其等價不等式 

(10)，由柯西不等式，有 
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又由柯西不等式，有 
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所以，要證不等式 (10) 祇須證 
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而將 (a + b + c)
3
 展開，並應用「算術—幾何平均值不等式」有 
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= a
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3
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因此，要證不等式 (12)，祇須證 
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由   8 有   8  0，又 a
3
 + b

3
 + c

3
  3abc，所以不等式 (13) 成立，

因此不等式 (10) 成立，從而不等式 (6) 成立。 

對  = 8 應用不等式 (6)，有 
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即不等式 (7) 成立。 

注：  8 是 (6) 成立的必不可少的條件，因為在證明 (13) 時用到了這一

條件。同時，當 0 <  < 8 時，令 a = t、b = t
2、c = t

3，則當 t  + 時，
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  1，說

明當 0 <  < 8 時，(6) 式左邊的最好下界是 1，而 
1

3
 > 1，所以當 0 < 

 < 8 時，(6) 式一般不成立。 
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時，作變換 x = 2
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其中 x、y、z > 0，而且 xyz = 
3。 

不妨設 x  y  z，則 
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  xy  zx  yz。由 (xy)  ( yz)  (zx) 

= 
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 < 2，首先證明，在 0 < xy   2

的條件下，有 
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令 v = xy ，t = yx  11 ，則 0 < v  2，
21 vyx    1 + v，

1 + x + y = t
2
  v

2，不等式 (15) 等價於 
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)[t  (v + 1)]  0，顯然成立，（這是因為由 0 < v  2
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有 v  3 < 0 及 
v
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  v + 1，由此及 t  v + 1 有 t  (v + 1)  0 及 t  
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  0），所以不等式 (15) 成立。 

應用不等式 (15) 並注意到 z = 
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3
，要證 (14)，祇須證 
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令 xy1  = u，則 1 < u  1 ，xy = (u
2
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，因此，要證不等式 (17) 祇須證 
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 0，  2 < 0，所以不等式 (18) 成立，故不等式 (14) 成立，從而不等式 

(8) 成立。 
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即不等式 (9) 成立，故命題成立，因而定理成立。 

注：0 <  < 
4

5
 是 (8) 成立的心不可少條件，在證明 (15)、(18) 都用了

這一條件。同時，當  > 
4

5
 時，若令 a = t、b = t

2、c = t
3，則當 t  0

時 ，
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2。因此，當  > 
4

5
 時，(8) 式左邊的最好上界為 2，而此時

1

3
 < 2，

由此可知當  > 
4

5
 時，(8) 一般不成立。 
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