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如何利用「概念改變」於數學教學 

 

彭可兒 

仁濟醫院羅陳楚思中學 

真正的數學教學，是通過數學知識促進學生數學思維活動的教學（王

子興等，1999），換言之，當中最重視的並非知識的本身，而是學生的內部

心理認知過程。在教授數學時，老師可透過不同的策略，好好引導學生，

讓他們達致「概念改變」（conceptual change），進行「有意義的學習」

（meaningful learning）（Driscoll，2000）。本文的目的，是討論筆者如何應

用概念改變策略於數學教學中。 

掌握學生「已有知識」與「原有認知結構」 

Driver 等人（1995）認為如果不考慮學生的「已有知識」（prior 

knowledge），便無法促進概念改變，故在教學上不僅應考慮學科的內容，

同時也應顧及學生的「已有知識」。例如在教授三角形的面積時，筆者必先

要了解學生對「三角形」、「底」、「高」、「長度」、「單位」等的認知，這些

都是建構「認知結構」（cognitive structure）（Driscoll，2000）的元素，欠缺

這些「已有知識」的話，即使筆者使用數格子、切割長方形、推導公式或

任何其他教學展示，同學都沒可能理解到「三角形的面積 = 底  高  2」

的，因為他們欠缺相關的材料去組織一個認知結構。 

相似地，筆者對學生「原有認知結構」（existing cognitive structure）的

了解亦是相當重要，例如在教授「函數變換」（transformation of function）

時，如果筆者已事先知道同學對「正弦函數」（sine function）和「餘弦函數」

（cosine function）有相關的認知結構，便可以此作為基礎，引入「函數變

換」，形成「新認知結構」（new cognitive structure）（圖一）。這樣不但可幫

助學生建構缺少的概念（兩個函數的變換），而且可以澄清模糊的概念（兩

個函數之間的關係），強化概念改變的穩定性。 
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圖 一 

幫助學生作概念「同化」 

概念「同化」（assimilation）是指把新知識納入「原有認知結構」，使

其擴充，從而形成「新認知結構」，亦即圖一的例子。在筆者的數學教學中，

幫助學生「同化」概念的具體策略，是從概念之間的從屬關係入手，突出

所要教授的概念的關鍵屬性，然後利用例證將所要教授的概念具體地展現

出來（Posner 等，1982）。 

例如向初中學生教授菱形的概念時，由於學生本身應學會「菱形

是 …… 的四邊形」，所以筆者會先了解他們對四邊形的「原有認知結構」。

當中的具體策略是要學生指出何謂四邊形，然後引導學生指出「菱形是四

邊形的其中一種」、「菱形從屬於四邊形」，繼而從四邊形的定義著手，要學

生給出四邊形的其他例子，這時他們很可能會給出正方形、長方形、梯形、

平行四邊形、任意四邊形等（圖二）。 

這時，筆者才引入新元素：「平行」、「邊長」與「夾角」，引導學生利

用它們理解四邊形的分類，讓上述三個新元素納入學生的「原有認知結

構」，從而理解菱形的數學定義與概念，而不是死記硬背「菱形為兩對對邊

平行且四邊等長的四邊形」。筆者會先從「平行」著手，要學生將以上四邊

學生「原有認知結構」 學生「新認知結構」 

三角函數 

餘弦 

cosine 

正弦 

sine 

正切 

tangent 

三角函數 

餘弦 

cosine 

正弦 

sine 

正切 

tangent 

函數變換：sin (x  90) = cos x 

將正弦函數圖像向左平移 90 可

得餘弦函數圖像 



數學教育第二十三期 (12/2006) 

56 

形的例子按「兩對對邊平行」、「一對對邊平行」和「沒有對邊平行」分類

（圖三），然後用「邊長」與「夾角」將菱形、正方形、長方形、平行四邊

形的關係弄清（圖四）。由此，「平行」、「邊長」與「夾角」等新元素令學

生的「原有認知結構」得以擴充，形成一個結構更複雜而清晰的「新認知

結構」；在同學回答問題的同時，筆者會在黑板上逐步將圖二化為圖三、再

將圖三化為圖四，這個過程除了能借助「外在」（explicit）表徵減輕學生在

建構「新認知結構」時的「認知負荷」（cognitive load），亦是一個師生一起

建立「概念圖」（concept map）的過程。最後，筆者會展示一系列的平面圖

形，讓學生辨別，令他們的學習更為具體與實在。 

 

 

 

 

 

圖 二 

 

 

 

 

 

 

 

圖 三 
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圖 四 

幫助學生作概念「順應」 

當學生的「原有認知結構」不足以「同化」新概念時，筆者便要幫助

學生調整或改變「原有認知結構」，以便接納新的概念。例如，對於中一學

生，由於他們在小學時長期接觸自然數，在日常生活也常常使用自然數，

他們的數概念的「原有認知結構」難以吸納正、負數概念，因此筆者必須

幫助學生調整或改變「原有認知結構」，以便接納正、負數概念。具體來說，

筆者會先幫助學生建立新的觀念，指出現實世界中存在著大量具有相反意

義的量，例如賺 5 元與蝕 5 元；然後通過提問讓學生意識到，要清楚地區

分這兩種不同的量，了解兩者之間的關係，只靠自然數是不足夠的；繼而

指出，如果要將其中一種量定為正（例如賺 5 元），則另一量就為負（例如

蝕 5 元）；前者用正號「+」表示，後者用「」；最後，再配以數線具體地

展示正、負數的關係（Vlassis，2004）。 

現又以求解「二次方程」（quadratic equation）作為另一例子。對於初

中學生來說，除了利用畢氏定理求直角三角形的其中一條邊會遇上 x
2
 = k

形式的「二次方程」外，他們所接觸的方程絕大部份都是「線性方程」（linear 
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equation），這可透過移項求得方程的唯一一個根。因此，筆者發現不少初

踏入高中階段的學生總喜歡將已經化簡成「一般式」（general form）之「二

次方程」的常數項移至方程的另一邊（x
2
 + 3x  10 = 0  x

2
 + 3x = 10），這

是因為他們只使用求解「線性方程」的策略求解「二次方程」；筆者亦發

現不少高中學生未能內化「一條方程可求得多於一個根」，或是只流於機

械式運作的層面，所以在處理涉及「二次方程」的應用題和聯立方程時，

常常只給出一組解，因為這組解已足以滿足他們的心理平衡，而這種心理

平衡是經由回溯求解「線性方程」的經歷獲得的。 

由於「線性方程」無論在求解策略和根之數目兩方面都與「二次方程」

的大為相異，所以初踏入高中階段的學生對「解方程」的「原有認知結構」

（圖五）並不足以接納「二次方程」的種種特性，換句話說，概念「同化」

不成，必須幫助學生作概念「順應」（accommodation）。 

 

 

 

 

 

圖 五 

筆者會利用一系列的題目，幫助學生探索「二次方程」的部份特性，

以及比較「二次方程」與「線性方程」的相異之處。題目的設計利用了多

種「變式」（祁永華等，2005），但由於這並不是本文的重點，故在此不

作詳述。另外，這個教學設計旨在引導學生思考，而非學習求解「二次方

程」的列算，因此筆者只會要求學生將所思所想草書在白紙上。 

步驟一：利用試誤法求解「二次方程」 

這個步驟的目的有三個：一是要讓學生意識求解「線性方程」的策略

並不足以求得「二次方程」的根（比較 a 和 b）；二是讓學生認識「二次方

程」可以有兩個根（完成 b 後）；三是讓學生體會試誤法的低效率（完成

策略：移項 根之數目：1 

解方程 

學生「原有認知結構」 
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b 後）。題目的特點是每題的 (a) 和 (b) 分別是「線性方程」和「二次方

程」，兩者具有相同的常數項。過程中，若同學作答 (1b) 感到束手無策時，

筆者會建議學生利用試誤法，將估計的 x 值代入方程驗算。 

習題： 

1. (a) 解 x + 8 = 0    (b) 解 x
2
 – 6x + 8 = 0 

2. (a) 解 x – 10 = 0    (b) 解 x
2
 + 3x – 10 = 0 

3. (a) 解 x + 6 = 0    (b) 解 x
2
 + 5x + 6 = 0 

答案： 

1. (a) x = 8     (b) x = 2 或 4 

2. (a) x = 10     (b) x = 2 或 5 

3. (a) x = 6     (b) x = 2 或 3 

步驟二：自製「二次方程」及求解 

這個步驟的目的是要讓學生聯繫因式分解與求解「二次方程」的關係

（比較 a 和 b）。題目的特點是每題的 (b) 乃是由 (a) 的答案所構成。完

成後，即使筆者沒有提示，同學亦很容易發現 (a) 與 (b) 的關係。 

習題： 

4. (a) 展開 (x + 3)(x + 4)   (b) 解 x
2
 + 7x + 12 = 0 

5. (a) 展開 (x – 2)(x – 5)   (b) 解 x
2
 – 7x + 10 = 0 

6. (a) 展開 (x + 1)(x – 4)   (b) 解 x
2
 – 3x – 4 = 0 

答案： 

4. (a) x
2
 + 7x + 12    (b) x = 3 或 4 

5. (a) x
2
 – 7x + 10    (b) x = 2 或 5 

6. (a) x
2
 – 3x – 4 = 0    (b) x = 1 或 4 

步驟三：求解其他類型的「二次方程」 

這個步驟的目的是要讓學生認識「二次方程」的根之數目。題目的特

點是第 7、8 和 9 題分別有兩個根、有一個根和無解。過程中，筆者會建議
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學生放棄試誤法，嘗試借助因式分解。 

習題： 

7. (a) 解 x
2
 – 2x – 8 = 0   (b) 解 x

2
 + 8x + 15 = 0 

8. (a) 解 x
2
 + 14x + 49 = 0  (b) 解 x

2
 – 10x + 25 = 0 

9. (a) 解 x
2
 = 4    (b) 解 x

2
 + 9 = 0 

答案： 

7. (a) x = 2 或 4    (b) x = 3 或 5 

8. (a) x = 7     (b) x = 5 

9. (a) 無解     (b) 無解 

完成這一系列題目的探索後，學生的「原有認知結構」應會被打破，

並重組成另一個「新認知結構」（圖六）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 六 

當然，學生將來所遇到的方程類型豈止這兩種（備註一），而求解「二

次方程」的策略又何止利用因式分解（備註二），然而，筆者總不能一口

氣地引入太多議題；何況，這已提供了一個平台，讓筆者於日後的教學設

線性方程 二次方程 

解方程 
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策略：移項 根之數目：1 
策略： 

因式分解 

根之數目： 

2、1 或 0 

（備註一） 

（備註二） 
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計中，幫助學生將其他類型的方程和其他求解「二次方程」的策略納入這

個「認知結構」中，使其得以擴充，亦即幫助學生作概念「同化」。 

製造「認知衝突」 

為學生製造「認知衝突」（cognitive conflict）的目的是要打破學生的心

理平衡，刺激他們嘗試彌補這個缺口。舉例說，筆者會利用一些數學題目，

刻意在學生面前展示一些矛盾之處，刺激他們再三思考。例如，在教授數

列之後，筆者便要學生解答以下有關數列的題目： 

在一個圓的圓周上取 n 個點，然後將每一個點與其他點作連線，這些連線

可將該圓分成 kn個區域。參看下表，求 k6值。 

圓周上的點數 n 1 2 3 4 5 6 

圓被分成的區域數目 kn 1 2 4 8 16 ? 

由於表中的首五項均與前項相差兩倍，看似等比數列，所以同學一般

都會認為 k6 = 32。然而，真正的答案是 k6 = 31。這樣，學生會想，既然這

是數列，而每次的增幅都是兩倍，為何答案不是 32 呢？筆者刻意地展示這

一矛盾，製造學生心理上的缺口，激發他們尋根究底，最終可優化他們在

數列方面的認知結構。 

利用「類比」 

「類比」（analogy）是知識改變機制中很重要的一環，經由「類比」

至先前的知識能促進人們對新事物的洞察（Gentner 等，1997）。筆者在數

學教學上亦會用上「類比」，將所要教授的概念連繫到學生熟悉的情境上，

這有助於「強調」（highlighting）概念中的一些重要細節。舉例說，在教

授初中學生「解方程」時，筆者會以「天平」作為「類比物」（base），

帶出「方程」這個「目標物」（target），由此，通過「投射」（projection），

同學很容易可理解「方程的等號」對應於「天平的平衡」，隨之又可進一

步強調在「解方程」時必須時常保持左右平衡，就如一個平衡的天平般，

因此，在方程上進行四則運算時，必須左右兩邊同步進行，若只在其中一

邊進行運算便會令天平失衡了。 
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利用「腳手架」 

「腳手架」（scaffolding）就如興建中的大廈的棚架，在大廈未建成之

前，作為支撐與輔助。筆者亦時常應用「腳手架」，促進學生的概念改變，

以教授「分配律」（distributive law）為例，初中學生由於根基不穩，所以

常常有此誤解：(a + b)(c  d) = ac  bd。由此，筆者會利用故事作為「腳手

架」，引導學生將 (a + b)(c  d) 理解成「兩個大人 a 和 b，要到兩個小朋友

c 和 d 的家中拜年」，情況就如在講故事一樣，要思考的就是當中要派多

少封「利是」了。先考慮 a，他會派「利是」給 c 和 d，所以有 ac  ad；

再考慮 b，他也會派「利是」給 c 和 d，所以有 bc – bd。因此，在整個拜

年活動中，會出現四封「利是」：ac  ad + bc  bd。 

相似地，對於 (a + b)(c  d + e)，同學只要在故事情節中加多一位小朋

友 e 便行了，這也可說是「學習的遷移」（transfer of learning）。如此，在

解題的過程中，筆者將抽象的數學概念，以具體的故事情節帶出，既可促

進學生建構「分配律」的概念，亦可增添同學解題的趣味。當然，筆者總

不能每堂也講故事的，當同學已能掌握相關概念，並透過成功運算而取得

學習的信心時，筆者便會將「腳手架」移開，不再利用故事處理「分配律」

了。 

結語 

筆者應用概念改變於數學教學的策略，主要是因應學生已有知識與原

有認知結構，幫助他們作概念同化；當學生的原有認知結構不足以透過同

化達致概念改變時，便要幫助他們作概念順應；筆者還會刻意製造認知衝

突，以及利用類比和腳手架，進一步促進和穩定學生的概念改變。 

由此可見，應用概念改變的策略是形形色色的，不同的策略對於不同

的學生亦會有不同程度的效能，因此，筆者認為教師應該因應不同學生的

特點、不同課題的內容，靈活而多元地運用種種策略。 
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