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隨著我國小學教育的發展，小學教師的水平也將不斷提高，一個高水

準的小學教師應具有多方面的素質，其中，「具備較高的現代數學修養應成

為二十一世紀的小學數學教師基本素質之一」已成為人們普遍認可的一種

觀點。小學數學教師的現代數學修養包括哪些方面就成為人們關注的問

題。在對於這個問題的討論中，有一點可以達成共識，也就是小學教師必

須具有寬廣紮實的數學知識。這裏所說的數學知識不僅包含小學數學內

容，也包含與小學數學有關的現代數學知識。任何知識只有用較高的觀點

來透視，才能看清其本質。「居高臨下」地看待小學數學是師範生學習高等

數學的主要目的所在，因為站在高等數學知識的平臺上，數學教師才能夠

胸有成竹、遊刃有餘地審視小學數學。 

然而，有一個問題是「居高」怎樣「臨下」？對於小學數學教師來說，

懂得現代數學是重要的，更進一步能夠用現代數學的觀點分析和處理的小

學數學更為重要。所以討論小學數學教師的現代數學修養，必須解決好另

外一個問題：怎樣從現代數學的角度來理解小學數學？也就是怎樣溝通現

代數學與小學數學之間的內在聯繫。本文中，我們將從現代數學的三個主

要方面來討論這一問題。 

一、現實數學觀點下的小學數學 
「現實數學」這個概念的含義非常廣泛，其中最主要的體現在三個方

面：一方面體現在數學發展過程中。整個數學體系是一個充滿著各種各樣

內在聯繫和外部關係的整體結構，它不是一個僵硬的、靜止的骨架，它是

在與現實世界的各個領域的密切聯繫過程中形成並發展起來。例如幾何起

源於土地測量，比例起源於分配，線性函數起始於自然和社會中的比例關
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係，導數開始於速度、密度、加速度等。從數學史中可以清楚地看到，大

多數的數學概念、運算和規則都是由於現實世界的實際需要而形成的，數

學是現實世界的抽象反映和人類經驗的總結。數學的現實意義的另一方面

則表現在數學應用的廣泛性，數學已經深入到當今社會的每一個領域，不

管多麼抽象的數學，它在自然界最終能得到實際的應用。例如，曾被人們

認為毫無使用價值的數論竟與國家的安全發生了聯繫，質數的性質成了編

制一種新密碼的基礎，像其他的最抽象的數學分支 —— 幾何、邏輯等也

都有非常重要的實際意義。最後，數學物件的客觀性是現實數學的另一表

現形式。數學的客觀性是說數學知識和物件是自主存在的，而與任何個體

的主觀知識無關。初等數學知識的客觀性最明確的體現是許多初等數學術

語和概念是描述現實世界的語言的一部分，比如「10」、「直線」、「角度」、

「三角形」等術語刻畫了現實世界中物件或物件集合的性質。而另一些如

「加」、「除」等則描述了作用於具體物件的動作。這些術語名稱通過它們

在客觀現實中的具體對應而獲得了「客觀性」。從而為「現實數學」提供了

實在的基礎。因此說，數學是現實的數學，它的過去、現在和未來都屬於

客觀世界，屬於社會。大多數小學數學知識都產生於數學發展的早期，而

早期的數學的特點是經驗的和現實的；此外，小學數學也是在各方面應用

最廣泛的數學基礎知識。作為整個數學最初級、最基本的小學數學的現實

意義尤其具體，幾乎每一個符號、概念和法則都有具體的現實模型，它是

最現實的數學。 

但是，對於數學事實的現實意義的理解並非是統一的、一成不變的，

對它的理解可以因人而異，也可以因時而異。例如，在記數系統內，基數

這個概念，古埃及人把它理解為踵骨、花朵等具體物體的多少，中國人則

理解為算籌的多少，而巴比倫人則對基數的解釋依賴於對於基底和位置制

概念的理解。對於每一個人來講，由於每個人所經驗的客觀現實不同，那

麼他們從中所獲得的數學經驗、數學知識以及關於這些知識的結構有所不

同，這就造成了每個人對於數學的現實意義的理解的不同。例如，對於小

學低年級的學生來說，數「5」並不是一個獨立地存在，只當用「5」描述

一個東西時，「5」才有意義；如 5 隻手指、5 枝筆等，「5」是一個形容詞

而不是一個名詞。同樣，當他們初學加法和減法時，也並不把它們看作抽

象的數學運算，只是把具體的外部意義賦予他們：加法是指放在一起或增
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加，減法是指拿走或減少。而小學高年級的學生對於數和運算的理解就有

差別，他們已經意識到 5 個蘋果、5 隻手指 …… 等 5 個實物的共性，從

中逐漸抽象形成一個獨立的概念 5。這種理解的不同也導致了學生解決問

題的思路和過程的差異。因此，教師應瞭解每一個學生在每一個階段的理

解程度，並由此出發組織教學。 

如果把整個數學形容為一棵大樹，那麼這棵大樹的根基深深地紮根於

現實世界中，這種根基也是每一個人數學成長必要的一步。教師對其有深

刻的理解是引導學生自然地實現由具體向抽象數學的轉化、進入更高層次

的數學境地的必要條件。因此，小學數學教育應該是現實數學的教育，它

應該源於現實、寓於現實、用於現實。教師在教學中要時刻以這種思想作

為出發點，而不只是附帶的「聯繫一下實際」。應該通過具體的問題來教抽

象的數學內容，從學習者所經歷、所接觸的客觀實際中提出問題，然後昇

華為數學概念、運演算法則或數學思想觀念；不僅講授數學知識的內部聯

繫，而且更要強調自然的數學的外部聯繫。只有這樣，才能使學生明白如

何從現實中提出問題和解決問題，以及如何將所學知識更好地應用於現實。 

二、演算法觀點下的小學數學 
演算法（Algorithm）這個詞是由阿拉伯數學家阿爾‧花拉子米的名子

Al-Khowarizme 轉化而來的，其原意為用阿拉伯數字進行計算的過程。時

至今日，這個字的含義更加豐富，現在所謂演算法是指求解一類問題的機

械的、統一的方法，它由有限多個步驟組成，對於問題類中的每一個具體

問題，機械地執行這些步驟就可以得到解答。某些有固定步驟的計算方法，

如四則運算、開方、乘方、因式分解、解方程、解不等式等都是特殊的演

算法。當計算的步驟變得越來越機械時，數學的外部意義就消失了，最終

完全由完美的法則來操縱數和符號的運算過程和結果。演算法的這些特徵

使得計算不僅可以由人來完成，而且可以由電腦或計算器來完成。從這一

點來看，目前小學數學內容的絕大部分都可以表示成演算法的形式。 

在數學發展的歷史上，演算法曾經發揮了巨大的威力，我國古代數學

的代表作《九章算術》、韋達的代數、笛卡兒的解析幾何、萊布尼茲的微積

分等，都是這方面的出色成果。演算法數學的確有其迷人之處，通過演算

法的操作往往可以增加人們的自信與能力。但是，如果只是墨守成規地機
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械操作，會使人們的思想受到束縛，必須跳出這個圈子，才能在數學上有

所拓廣深入，集合論的誕生、公理系統的建立、布林巴基學派的出現都說

明瞭這一點。曾經有一時期，演算法受到冷落，但是，從本世紀四十年代

開始，隨著電腦的產生和發展，演算法數學卻空前地發揮其威力，因為它

是電腦的運作語言，由此也引起了演算法含義的改變，演算法從緩慢的、

清楚且容易理解的形式向迅速的、更機械化的形式進化。 

歷史上對於演算法的這兩個方面認識反映在當今的數學教育中，也是

經常使人感到困惑的問題之一。一方面，由於電腦與演算法的關係，演算

法數學格外受到重視，這就需要教師對演算法數學有更深刻的理解；例如，

一個演算法的操作原理是什麼？像為什麼一個數乘以 100 就是「添兩個

零」？一種運算可以有幾種演算法？對於具體問題哪一種演算法是最好

的？對於不同的記數系統（像二進位記數系統）中的演算法又如何進行？

一個演算法對於以後學習哪一部分數學有用？等等；另一方面，由於電腦

和計算器的推廣普及，數學中的許多演算法都可以由電腦完成，在這種情

況下，怎樣處理以演算法為主的小學數學？是強調理解，還是著重運算和

操作？哪些內容應該加強？哪些內容應該拋棄或保留等等。這些都是當今

每一位教師所應思考的問題。 

三、數學系統觀點下的小學數學 
從現代抽象的觀點來看，純數學研究的物件就是各種各樣的系統或結

構。那麼什麼是數學系統（mathematical system）？對於這個概念可以有多

種不同層次的解釋，最簡單直觀的解釋是：一個數學系統是一個含有一個

或多個二元運算的集合，即是一個「有組織的集合」，如集合 S 上若有一個

運算 ⊕，則 S 就是一個數學系統，記為 { S , ⊕ }。若 S 上有兩個運算 ⊕ 和 
⊗，則記為 { S , ⊕ , ⊗ } 等。S 中有未加定義的基本元素，這些基本元素可

以解釋為「數」或「點」，也可以是任何的「抽象的東西」。對於 S 上的二

元運算（Binary operation）的定義只須遵守某些基本的規則，最基本的一

條是封閉律（Closure），即運算的結果仍然是集合 S 中的一個元素。所以說

集合 S 上的一個二元運算就是從 S × S 到 S 的一個函數，最常用的二元運

算是加法 ⊕ 和乘法 ⊗。它們與普通的加法和乘法有某些相似的地方，但

在不同的場合，對它們的解釋與普通的加法和乘法很不一樣。舉例說明：
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假設集合 { 0 , 1 , 2 }，用 B 表示。它上面的加法 + 和乘法 × 分別用下表

定義： 

+ 0 1 2 

0 0 1 2 

1 1 2 0 

2 2 0 1 

表 一 

× 0 1 2 

0 0 0 0 

1 0 1 2 

2 0 2 1 

表 二 

表一是基於模 3（modulo 3）的加法，這種加法常被稱為「時鐘加法」。

只不過普通的時鐘以 12 為模。類似 { B , + , × } 的數學系統通常被稱為 
「時鐘算術」。 

數學系統的研究方法主要是抽象的公理化的方法，從教學實用的角度

來說這種觀點或許不如前兩種實用，因為關於數學系統的大多數內容是不

能直接展示給中小學生的，在「新數學」運動中，因為過早地把這種抽象

的觀點引入中小學數學得到了慘痛的後果。歷史的教訓不能忘記，我們不

能忽略中學生的認知發展水平。然而這種方法畢竟是數學的最本質的方

法，實際上無論是中學還是小學數學，從教材知識的編排到具體內容的展

開都不可能完全擺脫這種思想。中小學數學體系是各種不同的、擴大的、

不甚嚴格的公理系統。例如，可以這樣理解小學數學中的非負整數系統：

直觀的物件元素的集合 { 0 , 1 , 2 , 3 , …… }，加法和乘法是其中的兩種基

本運算，封閉律，交換律，結合律，分配律，單位元的性質（properties of 
identity element）…… 甚至九九乘法口訣等作為默認的公理。這樣理解可
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以把看起來紛亂無序的小學數學置於一個清晰、完整的系統之中，有助於

教師更透徹地理解具體的知識和概念，例如數、運算、長度、面積、體積、

方程、函數等。 

總之，用數學系統的觀點審視小學數學可以使教師體會到現代數學系

統豐富多采和簡潔性的特點。例如，由於在不同基的記數系統之間存在著

同構的關係，因此，可以把它們看作對同一個數學系統的不同解釋。用數

學系統的觀點理解小學數學也是感受人類卓越的精神力量、體會數學的本

質意義和數學的魅力的一種最有力的方法，從而增加自己對數學的興趣和

熱情。數學系統的觀點還可以使教師在更高的層次上把握自己所教的學

科，在教學中增加自己專業能力的信心並克服對學生提出來的一些意外問

題的恐懼心理，避免由於這種不安全感所滋生的教學思想和方法的僵化，

從而對學生的提問給予建設性的回答，真正做到居高臨下地審視小學數學。 

在本文中，我們從理論上探討了怎樣用現代數學的觀點來理解小學數

學的問題。然而，我們知道讓小學數學教師理解並掌握上述觀點僅通過一

篇文章是遠遠不夠的，怎樣將理念付諸於實際是更為關鍵的步驟。我們設

想：在培養小學師資的師範院校開設一門有關的課程不失為一個有效的途

徑。這門課可以叫做「小學數學研究」或者「現代小學數學」，它是獨立於

「小學數學教育學」的，也不同於純粹的數學基礎課，其宗旨是架起一座

現代數學與小學數學之間聯繫的橋樑。這門課的開設無疑需要有較高的現

代數學知識作基礎，目前，在我國的許多發達地區已經開始招收四年制本

科高學歷的小學教師，這就在客觀上為上述設想的實施提供了條件。 
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